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摘要: 基于一种两步稀疏表示的方法, 利用随机框架讨论欠定盲源分离的恢复能力. 盲稀疏源信号分离算法一般假

设源信号是充分稀疏的, 讨论了在源信号不充分稀疏的情况下欠定盲源分离的恢复能力的概率估计, 进一步刻画

了源的稀疏性与恢复能力的关系,揭示了利用两步法处理盲源分离问题的有效性.
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  对盲分离问题的研究至今已经取得了许多成

果,但是以往的研究多数是针对非欠定盲分离而言,

即观测器的个数大于源信号的个数, 因此在实际应

用中有许多限制.为此,对于观测器个数少于源信号

个数的欠定盲分离问题的研究, 目前已经是国际上

盲信号处理领域中备受人们关注的、具有挑战性的

问题.在这种情况下, 观测信号的个数 n少于源信号

的个数 m.相应的无噪盲信号分离模型为:

X = AS, ( 1)

其中, 未知的混合矩阵 A I R
n @m

, 矩阵 S = [ s( 1 ),

,, s( k ) ] I R
m @K
含有 m个未知的源信号, 唯一可知

的 X = [ x( 1), ,, x ( k ) ] I R
n @K
是观测信号, 其中 n

< m.

对此问题的研究, 人们目前采用的通常方法是

稀疏分解,利用信号在时域和变换域中的稀疏特性

进行盲信号分离.如 Belouchran i
[ 1]
针对离散源信号

提出的最大后验概率方法; Z ibulevsky
[ 2]
提出的稀疏

分解方法; Bo fill
[ 3]
提出的频域稀疏表示方法; G iro la-

m i
[ 4]
提出的利用稀疏表示的变分期望最大化方法;

L i
[ 5-6]
提出的先聚类然后利用最小 1-范数的方法等

等.以上方法所对应的算法都取得了较好的盲分离

效果, 极大地推动了欠定盲信号分离的发展.

通常讲的稀疏信号, 就是说源信号在绝大多数

时刻的采样点取值为零,或者接近于零,少数采样点

取值明显远于零. 上面提到的方法都是针对源信号

充分稀疏的情况下进行的, 即源信号中在同一时刻

只有一个源信号取值较大, 其它源信号取值为零, 或

者接近于零.不妨假设在时刻 t,只有源信号 S i ( t)取

值非零,其它源信号幅值都很小或为零, 此时 ( 1)可

写为: x ( t) = ai si ( t), 由此可知 ai与第 t时刻的观测

信号 x ( t )共线, 因此对 x ( t)在所有时刻进行聚类,

即可得到混合矩阵的估计 A = [ a1, a2, ,, an ], 这就

是目前将稀疏分量分析用于欠定盲分离方法之一的

K -均值聚类法
[ 2-3]

, 估计出混合矩阵 A之后, 再借

助如下的线性规划问题估计出源信号 S ( t):

m in E
m

i= 1
si ,

s. .t As( j) = x ( j ),

其中 j = 1, 2, . . . , K. ( 2)

可见,这些方法对稀疏信号的要求非常高, 在同一时

刻只容许一个源信号起主导作用,所以在应用中有

一定的局限.为此, G eorg iev
[ 7]

提出了一种新的解决

欠定盲源分离的方法, 该方法容许源信号在同一时

刻有多个源信号起主导作用. 该定理首次从理论上

阐明了稀疏分析的方法, 不仅仅只对充分稀疏的源

信号可以进行分析,而对不充分稀疏的信号仍然是

有效的工具, 且给出了有效的不充分稀疏程度,这是

一个欠定稀疏盲分离的重要成果.但是该方法并没

有对源的恢复能力进行分析, 即没有讨论在怎样的

情况下恢复出来的源以怎样的概率等于真正的源.

本文将根据 Georg iev的最新理论, 并基于一种两步

稀疏表示的方法,利用随机框架来讨论欠定盲源分

离的恢复能力.

1 基本原理

这里的盲源分离仍然是采用两步法, 第 1步是

估计混合矩阵; 第 2步是通过处理线性规划问题

(2)来估计源信号.

定理 1 若如下条件 1) ~ 3)成立, 则可恢复出



源信号.

1) 混合矩阵 A I R
n @m

, 它的任何 n @ n子矩阵

都是非奇异矩阵.

2) 源信号的任何采样时刻 s( t )最多只有 n个

非零值.

3) 对任何包含 m - n个下标的集合 I= { i1, i2,

,, im - n } < { 1, 2, ,m }, 在 S中至少存在 n个列向

量,使得它们的下标为 I里面的集合元素的值为 0,

而这 n列个向量是线性独立的.

证明  用 W表示所有集合 { 1, 2, ,, m }的包含

n个元素的子集构成的集簇,令 J I W, 显然 W中有

C
n

m 个元素. 假设矩阵 A的指标集为 J的列所生成的

超平面为H J,下面证它也可以由 X的一些列得到.

根据上面的条件 2)和 3), 存在指标集 { tk }
n

k= 1 < { 1,

2, ,, K },使得 { S (: , tk ) }
n

k= 1中的任意 n个列向量可

以生成 R
m
中的 n维子空间, 这些列向量在指标为

{ 1, 2,, m } \J处取零值. 根据混合模型可得向量

vk = E
j I J

S ( j, tk ) aj, k= 1, 2, ,, n属于数据矩阵 X.

而由条件 1),向量集 { vk }
n

k= 1中的任意 n个向量都是

线性独立的,这就意味着它们可以展成与H J 相同的

超平面.这样, 就可以对 X的列进行唯一的聚类, 聚

成 C
n

m 个类 #k, 使得每一个类 # k最少包含 m 个元

素,且他们对于任意 Jk I W都展成一个超平面 H J k
,

k= 1, 2, ,, C
n

m.然后再对这些超平面进行最小类数

的聚类,使得每一个类中的所有超平面的交是一个

一维的子空间, 显然这样的一维子空间包含混合矩

阵的一个列, 而且类数就是 m, 每个类都包含有

C
n - 1
m - 1个超平面.

当混合矩阵 A的估计正确或者充分精确, 就可

以讨论源信号的恢复能力问题了, 即讨论解在怎样

的情况下以怎样的概率等于真实的源向量.

考虑如下最优化问题:

m in E
m

i= 1
si ,

s. .t x
*

= A
j
s
j

= ( a j1
, a j2

, ,, ajn
) ( sj1

, sjV2, ,, sjn
)
T
,

A
j X 0,

si = 0, i X j1, j2, ,, jn. {j1, j2, ,, jn } < { 1, 2, ,, m },

( 3)

其̀中 AI R
n @m

, sI R
m
, n < m, s

*
0 = l< n (即 s

*
的

非零值的数目为 l ), x
*
= As

*
.用 s1表示最优化问

题 ( 3)的解, 注意 s
*
可以看作是源矩阵 S I R

m @K
的

一个列,可以把 s
*
作为真实的源向量, s1作为恢复

出来的源向量.

对于最优化问题 (3),用 G来表示 s
*
的非零值的

指标集,即 G = { i1, i2, ,, il s
*
ij

X 0, j= 1, 2, ,, l }, 用 F

表示由 G的所有非空子集组成的集簇,显然 F里有

2
l
- 1个集合.下面,给出一个关于 s

*
的恢复能力的

充要条件.

定理 2 1) s
*
= s1Z P II F, 最优化问题 ( 4 )

可解,且其最优值小于
1

2
.

max E
kI I

Dk ;

s. .t AD= 0, D 1 = 1, ( 4)

当 k I I时, Dk s
*
k > 0, 当 k I G \I时, Dk s

*
k [ 0.

  2) 特别地, 若 s
*

0 = 1, 则 s
*
= s1.

证明  1) 证明过程与文献 [ 6]中相同, 本文从

略.

2) 若 s
*

0 = 1,不妨设 s
*
= ( s0, 0, ,, 0)

T

则 x
*
= As

*
= ( a1, a2, ,, am ) ( a0, 0, ,, 0)

T
=

a1 s0.

对于 x
*
= A

j
s

j
= ( a j

1
, aj

2
, ,, aj

n
) ( sj

1
, sj

2
, ,,

sjn
)
T
,

则有 a1 s0 = aj1
sj1
+ aj2

sj2
+ ,+ ajn

sjn
. ( 5)

  下面令 T = { j1, j2, ,, jn }< {1, 2, ,, m }并分两

种情况讨论:

(1) 若 1I T 时, 不妨设 j1 = 1, 则 ( 5)式变为

a1 s0 = a1 s1 + aj
2
sj
2
+ ,+ aj

n
sj

n
,

即 a1 ( s0 - s1 ) + aj2
sj2
+ , + ajn

sjn
,而 A

j

X 0, 即

a1, aj2
, ,, ajn

线性无关

所以 s0 - s1 = sj2 = ,= sjn
= 0, 即最优化问题 ( 3)

的解为 s1= s
*

(2) 若 1 T 时,由于矩阵 A的每个列都是单

位向量.所以由 ( 5)式可得

sj1 + sj2 + , + sjn
= aj1

sj1 2 + aj2
sj2 2 +

,+ ajn
sjn 2 \ aj1

sj1
+ aj2

sj2+ ,+ ajn
sjn 2 = a1 s0 2 =

s0

等号当且仅当 aj1
sj1
= k1aj2

sj2
= , = kn - 1ajn

sjn
时

成立, 而 A
j X 0, 即 a1, a j2

, ,, ajn
线性无关, 所以

1 T时, 即 P { j1, j2, ,, jn } < { 2, 3, ,, m }, 都有

sj1 + sj2
+ ,+ sjn

> s0

综合以上两种情况可知, 当 s
*

0 = 1时, s1=

s
*

.

从上面的定理 2可以看出, 对于给定的混合矩

阵 A,一个源列向量 s
*
的恢复能力不依赖于它的值

的大小,而依赖于它的非零值的指标集以及符号.

定义 条件 概 率 P ( n, m, l ) = P ( s
*

=
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s1 s
*

0 = l< n),根据上面的定理 2, 可以得到文

献 [ 6].

( 1) n和 m固定,若 l1 < l2, 则 P ( n, m, l1 ) > P

( n, m, l2 ).

这说明 l越小,即源向量越稀疏时, 源越有可能

被恢复出来.

( 2) n和 l固定, 若 m 1 < m 2, 则 P ( n, m 1, l) >

P ( n, m 2, l).

这说明 m 越大, 即源的数量越多时, 源越难被

恢复出来.

( 3) m 和 l固定, 若 n1 < n2, 则 P ( n1, m, l) <

P ( n2, m, l).

这说明 n越大,即传感器的数目越多时, 源越有

可能被恢复出来.

2 恢复能力的概率估计

在假设混合矩阵已知的情况下, 推导利用

Georg iev提出的盲源分离方法来估计源向量时的恢

复能力的概率.

首先,定义几个指标集. 令 G 0 = { 1, 2, ,, m },

并用 G表示源向量 s
*
的非零值的指标集. 显然对于

基数 j来说 G 0有 C
j

m =
m!

j! (m - j)!
个子集, 记这些子

集为 G
j

k, k = 1, 2, ,, C
j

m, 即 C
j

k 表示非零值数目为 j

时的第 k个指标子集.

对于已知的混合矩阵,下面分 3种情况来讨论

恢复能力的概率.

1) 源向量 s
*
的非零值的数目已知.

考察条件概率 pj = P ( s
*
= s1 s

*
0 = j ), 其中

j= 0, 1, 2, ,m.

从定理 1可以看出 p0 = p1 = 1, 而根据最优化问

题 ( 4), s1最多有 n个非零值, 即当 n < k[ m时 s
*

不可能等于 s1,所以当 j= n + 1, ,, m时有 pj = 0.

假设 s
*
有 j( 2[ j[ n )个非零值, 定义一个符号

列向量 tI R
m
, tk = sign ( s

*
k ), k = 1, 2, ,, m, 注意若

s
*
k = 0,则 tk = 0.由定理 1知道,一个源列向量 s

*
的

恢复能力仅与它的非零值的指标集以及符号有关,

而与它的非零值的大小无关, 这样 s
*
的恢复能力等

价于 t的恢复能力.对于一个给定的指标集 G
j

k 及其

中的一个符号列向量 t, 若对于 G
j

k 的任意一个非空

子集 I,最优化问题 ( 4 )的最优值都小于
1

2
, 那么通

过处理最优化问题 (3),向量 t就可以被恢复出来.

注意在 G
j

k 中有 2
j
个符号列向量, 假设其中有

q
j

k个能被恢复出来,那么通过处理最优化问题 (3),

一个非零值的指标集为 G
j

k 的源向量 s
*
能够恢复出

来的概率即为
q

j

k

2
j ,而且 pj = E

C j
m

k= 1

q
j

k

2
j

1

C
j

m

=
1

2
j
C

j

m
E
C j

m

k- 1
q

j

k,

其中 j = 2, . . . , n.

2) 源向量 s
*
的非零值的数目不知, 而已知源

向量每个值等于 0的概率已知.

P s
* I R

m
, 假设 P ( s

*
k = 0) = A, P ( s

*
k X 0) =

1- A, k= 1, 2, ,, m.

易见 s
*
有 j 个非零值的概率为 C

j

m ( 1 -

A)
j
A

(m - j )
,所以有

P (s
*

= s1) = P (s
*

= s1 s
*

0 = j)P ( s
*

0 = j ) =

E
m

j= 0
C

j

m ( 1 - A)
j
A

( m- j )
pj,

  其中 pj = P ( s
*
= s1 s

*
0 = j).

3) 源向量 s
*
的所有值都取自同一个拉普拉斯

分布.

假设源向量 s
*
的所有值都取自同一个概率密

度函数为
l
2
exp( - l x )的拉普拉斯分布,这就意味

着 s
*
一般有 m个非零值.

利用 s
*
定义一个列向量 u

* I R
m
:若 s

*
k < E0,

则 u
*

k = 0;若 s
*

k \E0, 则 u
*

k = s
*

k , 其中 E0是一个

很小的正常数.考虑最优化问题 ( 3), 用 y
*
= Au

*
替

换 x
*

,并记其最优 l
1
范数解为 u 1,相应地对于 s

*
的

最优化问题 ( 3)的最优 l
1
范数解记为 s1.

根据 l
1
范数解的稳定性分析

[ 5]
, 对于一个给定

的很小的正常数 B, 若 E0充分小, 那么 s1- i1 2 <

B,即 s1U u1.这样如果 s
*
的一个值 s

*
k 满足 s

*
k <

E0,那么它就可以看作一个零值. 而且 s
*
- s1 2 [

s
*
- u

*
2 + u

*
- u1 2 + u1 - s1 2 [ m E0 + B+

u
*
- u1 2.

注意到 E0和 B都很小,那么如果 u
*
= u1,就能

说 s
* U s1.所以

pro( l ) = P ( s
*
- s1 2 [ B0 ) U P (u

*
- u1), 其

中 B0 = m E0 + B.

注意:因为源向量 s
*
的所有值都取自同一个拉普拉

斯分布, 所以这些值都很小但是一般都不等于零. 从

最优化问题 ( 3)可以看出, s1最多有 n个非零值, 这

样等式 s
*
= s1一般根本不成立, 然而 s

*
- s1 2可

以比较小. 这样, 如果 s
*
- s1 2 [ B0, 就可以说 s

*
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能够被恢复出来了.

由于 s
*
的所有值都取自同一个拉普拉斯分布,

易见 P ( s
*
k < E0 ) = 1- exp( - lE0 ),记之为 Al . 那

么 s
*
中有 j 个值比 E0 大的概率为 C

j

m ( 1 -

Al )
j
A

(m - j)

l , 即 P ( u
*

0 = j) = C
j

m ( 1- Al )
j
A

(m - j )

l .

这样

pro( l ) U P ( u
*

- u1) =

P (u
*

= u1 u
*

0 = j )P ( u
*

0 = j) =

E
m

j= 0
C

j

m ( 1 - Al )
j
A

(m- j )

l pj

3 结论

本文通过对利用基于 G eorg iev提出的盲源分离

方法来恢复源信号进行分析, 从而得到源的恢复能

力的概率估计, 这对更好地处理盲源分离问题提供

了有用的帮助. 例如, 如果知道源的概率分布, 那么

就可以估计出恢复能力的概率, 并且可以决定恢复

出来的源是否可以接受;如果知道源的数目, 就可以

估计出传感器最低的数量, 才能使得源能够以较高

的概率被恢复出来.
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B ased on Sp arse R ep resen ta t ion
TAN Hua-hao, LIU Ha-i lin

( F acu lty of App liedM a them atics, Guangdong Un ive rsity o f Techno logy, Guangzhou 510006, Ch ina)

A b s tr ac t: Th is paper d iscusses the recoverability o f underdeterm ined b lind source separation ( BSS ), based on a

tw o-stage sparse representat ion approach. W ithin the stochast ic framew ork b lind source separation it is usua lly pre-

dicted that source signals are su fficiently sparse. This paper estim ates recoverability probab ility when source signa ls

are no t sufficiently sparse, w h ich not only reflects the re lationsh ip betw een the recoverab ility and sparseness of

sources bu t also indicates the effect iveness of the two-stage sparse representation approach to so lv ing BSS.
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